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ESERCIZI DI ALGEBRA SUPERIORE, A.A. 2015/2016
Esercizi per il 29/09/2015.
(1) Sia A = C[x1, . . . , xn] e δ ∈ Der(A) (dove Der(A) indica l’insieme delle derivazioni
su A). Mostrare che esistono f1, . . . , fn ∈ A tali che
δ =
n∑
i=1
fi
∂
∂xi
.
(2) Mostrare che R3 dotato del prodotto vettoriale ha una struttura di algebra di Lie.
(3) Mostrare che l’insieme Der(U) delle derivazioni su un’algebra U ha una struttura di
algebra di Lie.
Esercizi per il 13/10/2015.
(1) Mostrare che o4(C) e` somma diretta di due ideali.
(2) Mostrare che se L = sp4(C) (o anche sp2m(C)) allora L = [LL].
(3) Mostrare, utilizzando la decomposizione in spazi di radici, che o5(C) ∼= sp4(C).
(4) Mostrare che o5(C) (o equivalentemente sp4(C)) e` semplice.
Esercizi per il 27/10/2015.
(1) Sia L un’algebra di Lie e supponiamo che (ad(x))2 = 0 per ogni x ∈ L. Dimostrare
che se la caratteristica del campo e` diversa da 3 allora L2 = 0. In caratteristica 3 sia
L uno spazio vettoriale di dimensione 7 avente base {x1, x2, x3, y1, y2, y3, z} (indici
modulo 3) avente un prodotto bilineare antisimmetrico dato da [xi, xi+1] = yi+2,
[xi, yi] = z, [xi, yj ] = [yi, yj ] = 0 per ogni i 6= j, e [z, x] = 0 per ogni x ∈ L. Mostrare
che L fornisce un controesempio all’enunciato dell’esercizio in caratteristica 3.
(2) Sia
L =

 a c− a −ca c− a −c
b c− b −c
 : a, b, c ∈ C
 .
Mostrare che L e` un’algebra di Lie, che e` costituita da elementi nilpotenti e deter-
minare una bandiera {0} = V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ V3 di C3 tale che x(Vi) ⊆ Vi−1 per ogni
x ∈ L e ogni i = 1, 2, 3. Fare lo stesso esercizio (in non piu` di dieci righe) con
L =


a d− a f − d −f
a d− a f − d −f
b d− b f − d −f
c e− c f − e −f
 : a, b, c, d, e, f ∈ C
 .
(3) In caratteristica p si considerino le matrici
x =

0 1 0 · · · 0
0 0 1
. . . · · ·
· · · . . . . . . . . . 0
0 · · · . . . 0 1
1 0 · · · 0 0

y =

0 0 0 0
0 1
. . . 0
. . . 2
. . .
0
. . .
. . . 0
0 0 0 p− 1

.
Mostrare che x ed y generano un’algebra di Lie di dimensione 2 che fornisce un
controesempio al lemma di invarianza nel caso di caratteristica positiva.
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Esercizi per il 10/11/2015.
(1) Sia L un’algebra di Lie che e` somma diretta di ideali semisemplici. Mostrare che L
e` a sua volta semisemplice.
(2) Sia {e1, e2} una base di un C-spazio vettoriale V di dimensione 2 e sia f ∈End(V )
dato da f(e1) = e1 − e2 e f(e2) = e1 + 3e2. Determinare la decomposizione di
Jordan-Chevalley di adf ∈End(End(V )).
(3) Sia F una famiglia di sottospazi di uno spazio vettoriale V di dimensione finita,
chiusa rispetto alla somma e all’intersezione e contenente i sottospazi banali V e
{0}. Mostrare che le seguenti affermazioni sono equivalenti:
• Esistono U1, . . . , Uk minimali in F \ {0} tali che V = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk.
• Per ogni U ∈ F esiste W ∈ F tale che V = U ⊕W .
Esercizi per il 24/11/2015.
(1) Siano V e W due L-moduli irriducibili. Mostrare che HomL(V,W ) ha al piu` di-
mensione 1.
(2) Sia L un’algebra di Lie semplice e β una forma bilineare associativa su L. Per ogni
x ∈ L definiamo φx, ψx ∈ L∗ dati da φx(y) = κ(x, y) e ψx(y) = β(x, y).
(a) Mostrare che esiste un unico morfismo di L-moduli F : L∗ → L∗ dato da
F (φx) = ψx.
(b) Dedurre che esiste uno scalare c ∈ F tale che β = cκ.
(3) Sia L = sln(C), B = {x ∈ L : x e` triangolare superiore} e B′ = {x ∈ L :
x e` triangolare inferiore}.
(a) Mostrare che B e B′ sono sottoalgebre risolubili massimali di L;
(b) Mostrare che Rad(L) e` contenuto in ogni sottoalgebra risolubile massimale di
L;
(c) Dedurre che Rad(L) e` costituito da matrici diagonali;
(d) Concludere che L e` semisemplice.
Esercizi per il 10/12/2015.
(1) Determinare 3 radici α1, α2, α3 di o7 = B3 tali che ogni radice si scriva come combi-
nazione lineare di queste tre con coefficienti tutti non negativi o tutti non positivi.
(2) In sp6 = C3 sia β la forma bilineare data da β(x, y) = tr(xy); determinare per ogni
radice α un elemento tα ∈ H tale che β(tα, h) = α(h) per ogni h ∈ H;
(3) In o8 = D4 poniamo, per ogni radice α = εi,j , tα =
1
2 (bi,i − bj,j): determinare
tr(tαtβ) per ogni coppia di radici α e β.
